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Kretsmodeller for transmissionsledningar med forluster

— anvandning av matriser Del 2
Av: Jan Gunmar, SMOAQW

Kretsmodeller fér transmissionsledningar —

Nir man konstruerar kretsar med bade diskreta RCL-element och transmissionsledningar ér det ofta
praktiskt att anvinda fyrpolsparametrar och tillhdrande kretsmodell for att beskriva kretsen. Detta ger
ordning och berdkningsekonomi — kretsanalyser kriver ju ofta mycket “siffertuggande” och ett systematiskt
arbetssitt minskar risken for fel.

Det finns flera uppséttningar fyrpolsparametrar. Nir man analyserar kretsar med diskreta komponenter
anvinds ofta nagon av x-, y- eller ABCD-parametrarna. De dr alla ganska litta att anvinda dven om man
inte gor det varje dag. Det finns flera amdra uppsittningar: h-parametrarna édr vilkdnda fran analys av
transistorkretsar medan mikrovagstekniker foredrar att arbeta med s- parametrar. Mikrovagor ir ett kapitel
for sig eftersom begreppen impedans, spanning och strom ofta #r svara att tillimpa nir komponenternas
fysiska storlek &r av ordningen vaglidngder. Tillsammans med s-parametrarna anvinds i stéllet begreppen
reflektionskoefficient, staendevagforhallande och ddampning.

Z parametrar

Z parametrarna fér ett fyrpolsnit beskriver sambandet in- och utspidnningarna uttryckta i nitets in- och
utstrommar. Nédr man anvédnder z-parametrar anvdnds konventionen (symmetriskil!) att in- och
utstrommarna bade flyter in mot nitet i de 6vre grenarna.

(2) ul Transmissionsledning u2
Uy = 2y i1 + 2yl 2
2= Ty oe 1 e

Tva kretsmodeller som direkt motsvarar dessa ekvationer ses i fig. 1 nedan. Den hogra modellen &r
uppbyggd med beroende stromkdllor medan den vinstra dr ett T-ndt med impedanser. I modellen med
stromkdllor #r utgangskretsen “flytande” fran borjan och kan anvéndas nér de nedre in- och utgangarna inte
har samma potential, t.ex. om man vill skruva eller “twista” en transmissionsledning eller om man vill
modellera en s.k. fasldank (’lattice network™).
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Figur 1

Nir man anvinder den vinstra kretsmodellen och behover en “flytande* utgang ska en ideal 1:1
transformator laggas till i kaskad med nitet, se figur 2b ovan. z matrisen for en transmissionsledning &r:

1
ZO-coth(e) Zo-m Zo (cosh(ﬂ) 1 j

Z = Z =
] eller sinh(6) 1 cosh(8)
Zy——

sinh(0)

Z-coth ( 6)

(en konstant faktor kan brytas ut ur en matris)
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z-parametrarna har alla dimensionen impedans.
For en forlustfri ledning &r 0 rent imaginir = j-B och z matrisen blir
Zy cos(e) 1 2y = Zy =-]Zycot(0)
- m( ! COS("J Z = Zofsin(®)

For en transmissionsledning dr de ekivalenta T-néten for ledningsldngder mellan O och A/2 och mellan A/2
och A lagpass. och hogpass-niit, respektive, figur 2.

jZotan(2) - Zatan(0/2) - Zotan(/2)  -jZotan(b/2)
= Figur 2
- j-Zo/sin(0) J-Zo/sin(0)
0 < ledningslidngd < A/2 M2 < ledningsldangd < A

Det kan vara bra att ha dessa ekvivalenter i minnet nir man gor analyserar kretsar med
transmissionsledningar.

z parametrarna dr lampliga att anvinda nir tva nét ar seriekopplade (Fig. 3) eftersom z matrisen for det
resulterande nétet & summan av de individuella z parameter matriserna. Observera den definition av

seriekoppling for fyrpoler som visas i figuren!
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Y parametrar

y-parametrarna definierar nétets in- och utstrommar som funktioner av in och utspdnningarna. Nir man
anvinder y parametrar anvinds liksom med z-parametrar konventionen att in- och utstrommarna bade flyter

in mot nitet (symmetriskal!).

, o i 2 a0t
i1=yirUi+yi2h LK Transmissionsledning U2
(14) _ Zg _
ih=yo1 U1 +y22U; =0 £ duin
i ,_|Y12 3 I 2
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Figur 4 Y11-¥i2
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y-parametrarna har alla dimensionen admittans och det finns tva anvindbara kretsmodeller (fig. 4). Den
hogra modellen i figur 4 realiseras m.h.a. beroende stromkdllor och ér ofta praktisk att anvdnda nér
utgangssidan av nitet maste vara flytande i forhallande till ingangskretsen. Ndr man anvénder den vinstra
modellen och behéver en “flytande sekundir” ska man ldgga in en ideal 1:1 transformator i kaskad med
nitet, figur 5:

i Yz
]

Y11-¥Y12

U, Figur 5
Yzr-Y1z2

.

Ekvation (14) skrivs ofta i matrisform:

i U ) i1 Y12
! =Y. ! dér y- matrisen &r Y= (15)

iy Us Y21 Y22

y-matrisen for en transmissionsledning ar

—l«coth(e) -

Z .si h(0 -1
Y= 0 20 s1nh(9) eller enklare, Y= R N e ( ) (16)
- -1 cosh(e)

_ " Zo-sinh(8)
—1 —l-coth(e) 0
Zosinh(0)  Z

Omvandling mellan y och z parametrarna kan ocksa goras med de vilkénda stjirn-delta
transformationerna.

En stump transmissionsledning ir ett bilateralt och symmetriskt kretselement — “det fungerar likadant at
bada riktningarna” — vilket innebdr att y;; =y, och y;, = y;. y- parametrarna &r praktiska att anvanda nér
tva nét dr parallellkopplade darfor att y-matrisen for den sammansatta ndatmodellen dr summan av de
individuella y-parametermatriserna:

(=, ) (= 1l
. . ¥1
(= u
o—7to — ylip ¥l Y211 Y212 Y+ y21 ylia+y2p
=" ["vi1+v2 v -
" i R ylor ¥lpo ) \¥221 ¥222) \Ylar+ 221 Ylop+¥22)
pul
Y2
o =

Matriser och vektorer - allmént

Vektor- och matrisridkning dr effektiva matematiska grepp vid kretsanalyser. For manga typer av
berikningar far man bittre ordning och mindre risk for fel genom systematiken och den kompakta
notationen, En matris dr en rektangulir tabell med element som ir tal (reella eller komplexa) eller, mer
allmént, abstrakta storheter som kan adderas och multipliceras. man kan se dem som en utvidgning av
talbegreppet. Matriser har en lang historia — en viktig tvatusenarig kinesisk text “De Nio Bockerna om den
Matematiska Konsten” av Chiu Chang Suan Shu, idr bland forst kinda exemplen pa hur man anvinder
matriser for att 16sa linjdra ekvationssystem med manga obekanta, se lanken i referens [1]. Matriser
anvinds bl.a. for att 16sa linjidra ekvationssystem med manga obekanta och halla reda pa koefficienterna i
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Injdra transformationer (rotationer, forflyttningar, projektioner, skaldndringar). Matriser kan adderas,
multipliceras och delas upp pa olika sitt, vilket gor att de &r kraftfulla verktyg for att hantera stora
siffermingder i klump vid tekniska berdkningar. Utrymmet hir ricker inte for att ge en oversikt av
raknereglerna for matriser och vektorer, men manga bra orienteringar om matriser och hur de kan anvindas
finns pa Internet, se t.ex. [2]. En annan artikel om matriser som visserligen ar riktad till utvecklare av
dataspel, men som &r allmént grundldggande, bra skriven och som motiverar ldsaren att ldra sig mer 4r [3].

Den hir artikeln avser inte att ldra ut matrisalgebra utan endast att skapa litet nyfikenhet pa
matrisanviandning genom att visa nagra exempel pa hur matriser och vektorer kan anvindas vid kretsanalys.

Betrakta in- och utsignaler som vektorer
Nir insignalen till en stump transmissionsledning 4r en konstant sinusspianning U1 vid instrommen I, &r
kretsekvationerna for ledningen ett linjdrt ekvationssystem:

U= U2-cosh(9) + Zo~sinh(9)~12

(D
_sinh(e)

+ 12~cosh (6)

Variablerna Uy, U,, i; och i, dr i allmédnhet komplexa tal eftersom de kan vara sinsemellan fasforskjutna.
Ekvationerna giller vid tillrdckligt hoga frekvenser dér den karakteristiska impedansen Z, for

L
transmissionsledningen kan skrivas ~ Z, = ,/—

C

For att kunna resonera litet allménnare kan vi ga upp en abstraktionsniva och tala om en
U Uy
komplex insignalvektor — Sq=| och en komplex utsignalvektor ~— Sop=|
1 1
1 2

Ekvationssystemet (1) beskriver da hur insignalen Sy transformeras till utsignal S.
Transformationen bestdms av koefficientmatrisen A som ir en “tabell” 6ver koefficienterna i
ekvationssystemet:

cosh (9) ZO- sinh(e)
A=
sinh(@)-—1 cosh (9)
Zy
och det kompaktaste skrivsittet for ekvationen (1) ovan blir da:  Sq = A-Sp

Man kan alltid para ihop in- och utvariablerna for en transmissionsledning (eller vilket
linjért filter som helst) och behandla signalparen som vektorer (eller kolumnmatriser): S1 och S2

s, = A — s,

Insignalvektorn S1 transformeras med matrisen A till utsignalvektorn S2; d.v.s. man kan ocksa betrakta
matrisen A som en operator. Resonemanget ovan ir ett exempel pa matematikerns strivan att generalisera
och abstrahera sa att man kan se en helhet pa hogre niva; figuren ovan hjilper en kanske inte att “rékna ut
ett talvirde” men ger en ny vinkling pa hur man kan betrakta signalbehandling i linjdra dynamiska system,
antingen de dr mekaniska, elektriska, optiska eller kvantmekaniska!
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ABCD-parametrar och ABCD-matrisen
ABCD-parametrarna beskriver inspanning och instréom som funktioner av utspdnning och utstrom enligt

ekvation (1). En vanligt konvention ndr man anvdnder ABCD-parametrar ir att i; och i, flyter i samma
riktning:

Uj = Uycosh(8) + iy Z(sinh(6) S myon
U2 (1) u Transmission line u2
ip= —~sinh(6) + iycosh (6) — o= it o 2et—
Z
0

Fyrpolsekvationerna kan skrivas:
(18)

och ABCD matrisen ar
cosh (9) Z -sinh(e)
A B 0 U Uy
M= = 1 eller =M
C D —-sinh(@) cosh (9) I Iy
Z

0
En grundegenskap hos alla ABCD matriser for passiva nét dr att AD —BC =1

For mitindamal kan koefficienterna A, B,C och D definieras pa foljande sitt:

A “voltage transfer ratio” [UI/UZ] 2=0 1/A = "spanningsforstarkning” i tomgang
C “transfer admittance” [11 /Uz] 2=0 overforingsadmittans

B “transfer impedance” [U1/ Iz] U2=0 overforingsimpedans

D “current transfer ratio” [11 / Iz]uz -0 1/D = stromforstiarkning” vid kortslutning

ABCD matrisen har manga anvindbara och intressanta egenskaper. Eftersom den relaterar spannings- och
stromvektorn (Uy,I;) vid ingangen till spannings- och stromvektorn (U,,]l,) vid utgangen av nitet ar det
lampligt att anvinda ABCD matrisen ndr man kaskadkopplar fyrpolsnit; ABCD matrisen for ett
sammansatt ndt dr produkten av de individuella néitmatriserna.

En demonstration av hur det hir fungerar:

ABCD matrisen
y . " 17 Z1 Z3

for en serieimpedans &r

0 1 —

10 UT z2 Z4 T U

for en shuntimpedans: 1

— 1

Z)

Betrakta nitet Z1 — Z4 ovan till hoger. Lat Z4 vara belastningsimpedansen — da blir ABCD matrisen for det
sammansatta nitet produkten av fyra matriser:
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(ZyZy+ ZyZy+ 232y + 232 + ZyZo) (232 + 232y + 212,

10 10
[1 zl] | [1 z3j ZyZy Z [Al BIJ
M ita = . . A1 = =
composite — —
0 1)z Tlo Z 1 (24+ 23+ 2,) (Z3+ 2y C; D
ZyZy Z,

“Spéanningsforstirkningen” (eller —ddmpningen) U2/U1 (A) kan avlésas direkt — den dr det inverterade
virdet av A;:

. 1 (2y24)
Voltage_gain = — =
Ay (ZyZy+ 2y Zy+ 2y 2o+ ZyZy + 21 2,)

Transformator
N 0
For en ideal N:1 transformator ir ABCD-matrisen 1
0 —
N

Ett allméint forsiktighetsmatt: for att férhindra att man infor oplanerade och svarupptickta kortslutningar
i mer komplexa kretsschemor didr man anvinder diskreta x-, y- or ABCD-parametrar bor man beakta
mojligheten att sétta in ideala 1:1 transformatorer pa lampliga stillen.

En multiplikationsregeln

En multiplikationsregel nédr man kaskadkopplar transmissionsledningar med lika impedans Z:

cosh(61)  Zsinh(61) ) ( cosh(8,)  Zysinh(6,) cosh (61 + ;)  Zysinh(6 + 6,)
Zio-sinh(el) cosh (61) 'Zio-sinh(ez) cosh (6,) ) Zlo-sinh(eﬁez) cosh (61 + 6,)

“Den elektriska langden hos tva kaskadkopplade stubar med samma impedans #r lika med summan av av
de enskilda stubarnas elektriska lingder” — kan verka sjdlvklart, men giller dock inte om stubarna har olika
karakteristiska impedanser.

Invers ABCD matris

Inversen till en allméin matris (a bj
c d

d -b

) a b ! (a-d —b-c) (a-d —b-c) 1 d -b
ar c d - —C a - ab—-cd\—< a

(a-d = b-c) (a-d —=b-¢)

Termen (ad - bc) som brutits ut ur matrisen kallas matrisens determinant. For ABCD-matriser ér alltid
determinantens virde = 1 och inversen till en ABCD matris blir

o) (27

Prova med multiplikation:
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(A B).(D _Bj:(AD_BC CD_DC):(l O) eftersom A-D-B-C=1 D -B
C D/)\-C A -AB + BA -CB+ DA 01 (CA)
Matematiskt &r ABCD matrisen en linjar transformation eller avbildning mellan tva vektor-

rum” och kan anvindas for att beskriva manga mer generella fyrpoler an RCL filter och
transmissionsledningar. Manga intressanta tillimpningar finns inom fysiken; ett exempel fran geometrisk
optik beskrivs i [4} och det finns ocksa talteoretiska tillimpningar, se [5], med anknytning till Fibonacci
och Lucas-talen. ABCD matriser har gruppegenskaper under multiplikation: produkten av tva ABCD
matriser &r alltid en ABCD-matris.

Till sist

For att forsta hur elektriska kretsar, antenner och transmissionsledningar beter sig vid hoga frekvenser bor
man tidnka pa att de fenomen som upptrider dr av betydligt allménnare natur dn de vi moter nér vi
analyserar konventionella nit aom LF-filter och kopplingskretsar i forstirkare. Vi funderar séllan 6ver det
faktum att konventionell kretsteori, baserad pa Kirchhoff’s lagar, ir en férenkling av en mer allmén teori.
Konventionell kretsteori arbetar med kretsmodeller som har koncentrerade parametrar: resistans, kapacitans
och induktans. Omsesidig kopplingsverkan approximeras m.h.a. émsesidig induktans och “strokapacitans”.
All inverkan p.g.a. stralning och transportfodrojning mellan olika delar av kretsen forsummas eller
modelleras med enkla approximationer. Konventionell kretsteori dr en approximation, anpassad for
nédrzonen dér stralningen kan férsummas och komponenterna alla har fysiska dimensioner som #r mycket
mindre dn vaglingden for den mest hogfrekventa signalen som ar intressant vid analysen. Antenner och
transmissionsledningar har fordelade parametrar och man maste ta till tyngre matematiska verktyg niar man
analyserar dem.

Begreppen induktans och kapacitans och impedans borjar forlora sin innebord nér ledande strukturer borjar
bli “stora” riknat i vaglangder eller nir punkterna mellan man miter inte langre ligger mycket néra
varandra. Ett exempel: “antennkapacitans” &dr en term som ofta anvénds i forenklade forklaringar av hur
antenner beter sig, men termens brist pa innebord visar sig ndr man borjar stélla fragor som ‘hur miter jag
antennkapacitans?’ eller ‘kapacitans i forhallande till vad’? Likasa dr fragan “vad dr impedansen per meter
hos en lang och rak trad?” ganska meningslGs.

En tredje fraga som visar arten av problemet dr “vilka 4r de maximala fysiska dimensionerna vi kan ge en
induktor innan dess Q-virde borjar avta p.g.a. stralningsverkan?” Detta dr nog ocksa en “icke-fraga”
eftersom definitionen av Q dr baserad pa en impedansmétning, och om anslutningarna till induktorn dr
langt ifran varandra kan man inte definiera impedansen mellan dem!
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